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Capitolo 3. L'andlisi dellavarianza. Il problema dei confronti multipli. La soluzione drastica di
Bonferroni ed il test ponderato di Student-Newman-Keuls. L'analisi della varianza applicata a
disegni sperimentali complessi.

Il confronto globale tra piu medie: I'analis della varianza

Quando a scuola I’insegnante di educazione fisica organizza un piccolo torneo di
calcetto tra alunni, in genere tende a formare squadre omogenee. In che modo:
scegliendo a caso 0, meglio ancora, mescolando il piu possibile bravi, meno bravi e
scarponi. Senza saperlo, il criterio adottato dall’insegnante € quello di avere
all’interno delle squadre (gruppi) le stesse differenze presenti tra squadre diverse.
L’andlis dellavarianzaci dicein questo caso se le squadre sono equilibrate.
Quando s considerano piu gruppi (ad es. squadre di calcio o gruppi di animali
trattati in modo diverso) € possibile scindere la variazione globale della variabile
(bravura a calcio o pressione arteriosa 0 altro) in una componente dovuta a
differenze tra i vari gruppi ed in una componente dovuta a differenze entro i
gruppi. L'ipotes nulla assume che tutti i gruppi derivino dalla stessa popolazione e
che quindi la varianza calcolata tra gruppi e quella calcolata entro gruppi siano
uguali in quanto stime della stessa varianza della popolazione. Quindi per I'ipotes
nullail rapporto

varianzatra gruppi

varianza entro gruppi

Invece, se i gruppi provengono da diverse popolazioni (con medie diverse) la
varianzatra gruppi sara maggiore della varianza entro gruppi, e quindi

varianzatra gruppi
varianza entro gruppi

Per rifiutare I'ipotes nulla, e quindi ritenere che esistano differenze significative tra
le medie, occorre cheil valore di F trovato (F>1) abbia meno del 5% di probabilita
di provenire per caso dalla situazione ipotizzata dalla ipotes nulla (a<5%). In tal
senso, quanto piu F é grande, tanto piu s vaverso il rifiuto dell’ipotesi nulla. Se s
rifiuteral’ipotesi nulla s accettera l'ipotes alternativa che sostiene che i gruppi non
provengano tutti dalla stessa popolazione. Purtroppo, il test F non consente di
precisare quale o quali gruppi differiscano dagli dltri. Il test F & un test globale.
Come quando, in certe trame poliziesche, s dimostra che tra un numero di persone
c'é senz'altro I’assassino ma non s sa chi sia. |l test F € la premessa obbligatoria
per scoprire |'assassino, come vedremo tra breve. 1l test F descritto € il capostipite
di una serie di importanti test riuniti sotto il nome di analis della varianza
(ANOVA, ANaysis Of VAriance) [nota bene: analis della varianza, NON
semplice calcolo della varianza).
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Per calcolare la varianza, occorre comungue calcolare prima la somma dei quadrati
0 devianza. Esistera quindi una devianza totale, una devianza tra gruppi ed una
entro gruppi. Il 'magico’ dell'analis della varianza, € la relazione di
decomposizione:

devianza  entro

devianzatotale = devianza tra

S[otale = S[ra gruppi + Sentro gruppi

gruppi + gruppi:

elo stesso per i gradi di liberta: GDL i = GDL ya gruppi + GPL entro grup

Per devianza totale, con i suoi gradi di liberta, s intende la devianza che
stimeremmo da tutti i dati di tutti i gruppi mess assieme, come in un'unica lista.
Resta solo da vedere come stimare la devianza tra gruppi e quella entro gruppi.

TOTALE TRA GRUPPI ENTRO GRUPPI
DEVIANZA |mettendo insemetutti i |sostituendo ai dati di facendo le somme dei
dati e calcolando la ciascun gruppo la guadrati entro ciascun
sommade quadrati media del gruppo e gruppo e sommando
rispetto alamediatotale | calcolando poi la insieme (in tal modo s
sommade quadrati annullalavariazione tra
rispetto allamedia gruppi)
totale (intal modo s
annullalavariazione
entro i gruppi)
GDL numero totale di dati - 1 |numero dei gruppi - 1 | sommadel GDL delle
devianze di ciascun gruppo
(ngrD) + (D) + (D) + ..
4 4 4
VARIANZA DEVIANZA/GDL DEVIANZA/GDL DEVIANZA/GDL

Il test F € sempre un rapporto tra varianze. |l suo uso non € pero limitato a
semplice modello di analis esposto in queste pagine. Un modello pit complesso di
andis della varianza utilizzato frequentemente in biologia e esposto ala fine del
capitolo. Un altro, a supporto dell’anaisi della regressione, sara illustrato nel
prossimo capitolo.
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Esempio di calcolo:

TOTALE TRA GRUPP| ENTRO GRUPPI
(x-MgEN)? (MRUP MGEN)2 (x-MgruP)2
Gruppo A
1 (1-6)2=25 (2-6)2=16 (1-2)2=1
2 (2-6)2=16 (2-6)2=16 (2-2)2=0
3 (3-6)2=9 (2-6)2=16 (3-2)2=1
S=50 S=48 S=2
mA:2
Gruppo B
4 (4-6)2=4 (6-6)2=0 (4-6)2=4
6 (6-6)2=0 (6-6)2=0 (6-6)2=0
8 (8-6)2=4 (6-6)2=0 (8-6)2=4
S=8 S=0 S=8
mB:6
Gruppo C
9 (9-6)2=9 (10-6)2=16 (9-10)2=1
10 (10-6)2=16 (10-6)2=16 (10-10)2=0
11 (11-6)2=25 (10-6)2=16 (11-10)2=1
S=50 S=48 S=2
mC:]_O
Srora =94
Mrora e=6
TOTALE TRA GRUPPI ENTRO GRUPPI
DEVIANZA (9 50+8+50=108 | 48+0+48=96 2+8+2=12
GDL 0-1=8 3-1=2 2+2+2=6
VARIANZA (s9) 108/8=13.5 96/2=48 12/6=2

Come s pud notare, la devianza totale € pari ala somma delle devianze tra ed

entro gruppi:

108 = 96 + 12

come pure i rispettivi gradi di liberta:

8=2+6

Notare anche varianze tra ed entro gruppi non sono da sommare, ma da mettere in
rapporto per avere appunto il test F:

48
F2,6 ool — 7 =24
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Il valore di 24 va confrontato con quello riportato nella tabella della distribuzione F
in corrispondenza di 2 gradi di liberta per il numeratore (= gradi di liberta tra
gruppi) e 6 gradi di liberta per il denominatore (= gradi di liberta entro gruppi). 24
risulta superiore siad il valoredi F per a=0.05 e (F=5.14), siaa quello per a=0.01
(F=10.92). S concludera quindi che le tre medie dei tre gruppi in questione
potrebbero provenire dalla stessa popolazione con una probabilita minore di uno su
cento. Pertanto s rifiutal'ipotesi nullae s accetta l'ipotes alternativa.

Valori critici di F corrispondenti a PE0.05 per acuni gradi di liberta

GDL dd
numeratore 1 2 3 4 5 10 50
GDL dd
denominatore
1 161 | 200 | 216 | 225 | 230 242 252
2 18.51 | 19.00| 19.16 | 19.25 | 19.30 19.39 19.47
3 10.13| 955 | 9.28 | 9.12 | 9.01 8.78 8.58
4 771 | 694 | 659 | 6.39 | 6.26 5.96 5.70
5 6.61 | 5.79 | 541 | 5.19 | 5.05 4.74 4.44
6 599 | 514 | 476 | 453 | 4.39 4.06 3.75
10 469 | 410 | 3.71 | 348 | 3.33 2.97 2.64
50 403 | 3.18 | 279 | 256 | 2.40 2.02 1.60
Valori critici di F corrispondenti a PE0.01 per acuni gradi di liberta
GDL dd
numeratore 1 2 3 4 5 10 50
GDL dd
denominatore
1 4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 6056 6302
2 98.49 | 99.00 | 99.17 | 99.25 | 99.30 99.40 990.48
3 34.12(30.82(29.46| 28.71 | 28.24 27.23 26.35
4 21.20| 18.00 | 16.69 | 15.98 | 15.52 1454 13.69
5 16.26 | 13.27 | 12.06 | 11.39 | 10.97 10.05 9.24
6 13.47(10.92| 9.78 | 9.15 | 8.75 7.87 7.09
10 10.04| 756 | 6.55 | 5.99 | 5.64 4.85 412
50 717 | 5.06 | 420 | 3.72 | 3.41 2.70 1.94
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Come s vede, latabelladi F éatre entrate: i gradi di liberta del numeratore, i gradi
di liberta del denominatore ed il livello di probabilita a. Ad esempio, il valore
critico di F per un rapporto di varianze con 3 GDL a numeratore, 5 GDL a
denominatore ed un livello probabilitd a=0.05 & 5.41. Cio s pud indicare piu

semplicemente con

F3‘ 5,.05 =541
Esercizio
TOTALE TRA GRUPPI ENTRO GRUPPI
X (X-Myor)’ (MaguppoMror)” (X-Mrupea)”
(- 7= (- )= (- )=
< (- y= (- y= (- y=
S (- y= (- y= (- )=
S (- - (- - (- )=
6 - r= - r= - r=
- 7= - 7= - 7=
@ (- y= (- y= (- y=
] (7= (- )= (- 7=
SE (- )= (- )= (- )=
© ( - )= ( - )= ( - )=
N N N
o (- y= (- y= (- y=
2 (- = (- y= (- )=
Se (- y= (- y= (- y=
6 (- r= - r= - r=
Myor = Sror= Srra= SentrO™
GDLtor = Ngr-1= GDL1ra = Ngrupe-1 = GDLentro = Nror-Nerupa
SZTOT = Frra = Sentro=
F=
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Il problema dei confronti multipli

Il risultato dell'analis della varianza lascia spesso insoddisfatti. Infatti, anche se il
valore di F avvalora l'ipotes alternativa, il test non ci dice quale o quali gruppi
differiscano dagli altri. Il test F & un test globale. E' come una spia che si accende
guando succede qualcosa, ma non sappiamo esattamente cosa. Spesso desideriamo
saperne di piu, e fare tutti i possibili confronti tra tutti i gruppi presi a due a due.
La tentazione sarebbe quella di fare divers test t tra tutte le possibili coppie di
medie, e molti cedono atale tentazione. L'errore in questo caso sta nel fatto che un
test t da una differenza come significativa quando la probabilita a favore dell'ipotesi
nulla scende sotto il valoredi 0.05. 1l rischio di shagliars, rifiutando I'ipotesi nulla,
e quindi del 5% o meno. Ma se, in uno stesso studio, ci S appoggia ai risultati di
divers test t effettuati confrontando un certo numero di medie, il rischio di fals
positivi aumenta in proporzione con il numero di confronti. Pertanto € scorretto
l'uso del test t per saggiare simultaneamente tutte le differenze tra le possibili
coppie di medie di un certo numero di gruppi. Questo problema, spesso non ben
afferrato, passa sotto il nome di problema del confronti multipli. Vediamo ora
come puo essere risolto.

L a soluzione drastica di Bonferroni

Per rimediare al'aumento del rischio di fals positivi la soluzione di Bonferroni e
quella di riferirs ad un vaore soglia a inversamente proporzionale a numero di
confronti multipli. Dati N gruppi, i possibili confronti tra tutte le medie presea 2 a
2 sono N(N-1)/2 = (N2-N)/2. Supponendo, ad es., un numero di 6 medie, i
confronti saranno 6(6-1)/2 = 15. Percio bisognerebbe modificare la soglia di
significativita da a=0.05ad a=0.05/15=0.0033. Tale criterio & eccessivamente
severo o conservativo, nel senso che conserva troppo l'ipotesi nulla, abbassando
troppo il rischio (a) di fals positivi ed elevando troppo quello (b) di fas negativi.
Il motivo sta essenzialmente nel fatto che se anche i confronti aumentano in
ragione di N2, le medie da confrontare sono sempre le stesse N medie, per cui i
confronti, per quanto multipli, non sono del tutto indipendenti. Vi € infatti una
relazione gerarchica tra i valori delle medie che il criterio di Bonferroni trascura.
Per questo, nella pratica, quando € possibile s scelgono soluzioni aternative a
criterio di Bonferroni, che comunque ha il merito storico e didattico di introdurre il
problemadei confronti multipli.

Il test g di Student-Newman-K euls (SNK)

Per eseguire il test di SNK occorre innanzitutto disporre le medie da confrontare in

una graduatoria in ordine crescente. Quindi, per ogni confronto tra due medie di

due gruppi a e b, bisogna valutare;

Ng € Ny : lanumerosita dei due gruppi

Sentro: 1a varianza entro gruppi, calcolata preliminarmente per tutti i gruppi

p il numero di medie comprese in graduatoria tra le due a confronto
(includendo nel numero
anche le due in esame; se queste sono immediatamente adiacenti p=2)

A questo punto & possibile calcolare la statistica g applicando la formula:
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- Ma- Mp
q= 2 ..
\/Sentro Xaal 10

2 Ng Npo

Si entrain tabella con i gradi di liberta della varianza entro gruppi ed il parametro
p. Come a solito, seil valore di g calcolato supera quello tabulato al livello critico

di a=0.05, s rigetteral'ipotes nullae s considerera significativa la differenzatrale
due medie.

Vaori critici di g corrispondenti a PE0.05 per acuni gradi di liberta e alcuni valori di p

p| 2] 3] 4[5 6] 7] 8] 09 [10
GDL Sentrg
1 17.97 | 26.98 | 32.82 | 37.08 | 40.41 | 43.12 | 45.40 | 47.36 | 49.07
2 6.09 | 8.33 | 9.80 | 10.88 | 11.74 | 12.44 | 13.03 | 13.54 | 13.99
3 450 | 591 | 6.83 | 750 | 804 | 848 | 885 | 9.18 | 9.46
4 393 | 504 | 576 | 629 | 671 | 7.05 | 7.35 | 7.60 | 7.83
5 364 | 460 | 522 | 567 | 6.03 | 6.33 | 6,58 | 6.80 | 7.00
6 346 | 434 | 590 | 531 | 563 | 590 | 6.12 | 6.32 | 6.49
10 315 | 388 | 433 | 465 | 491 | 512 | 531 | 546 | 560
60 2.83 | 340 | 3.74 | 398 | 416 | 431 | 444 | 455 | 465

Valori critici di g corrispondenti a PEO.O1per alcuni gradi di liberta e acuni vaori di p

o] 21 3] 4] 5] 6] 7] 8] 9] 10
GDL Sentrq
1 90.03 | 135.0 | 164.3 | 185.6 | 202.2 | 215.8 | 227.2 | 237.0 | 245.6
2 1404 | 19.02 | 2229 | 24.72 | 26.73 | 28.20 | 29.53 | 30.68 | 31.69
3 826 | 10.62 | 12.17 | 13.33 | 14.24 | 15.00 | 15.64 | 16.20 | 16.69
4 651 | 812 | 917 | 996 | 1058 | 11.10 | 1155 | 11.93 | 12.27
5 570 | 698 | 7.80 | 842 | 891 | 9.32 | 967 | 9.97 | 10.24
6 524 | 633 | 703 | 756 | 7.97 | 832 | 861 | 887 | 9.10
10 448 | 527 | 5.77 | 614 | 643 | 667 | 988 | 7.06 | 7.21
60 376 | 428 | 460 | 482 | 499 | 513 | 525 | 536 | 545
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Un esempio di analis della varianza applicata ad un disegno sperimentale
complesso

All'inizio del capitolo abbiamo visto i principi fondamentai dell'anadis della

varianza. In particolare abbiamo esaminato il modello piu semplice di andlis della

varianza, quello che viene comunemente detto a una via (one way analysis of

variance). Tuttavia l'andis della varianza & un'analis molto flessibile, applicabile a

Stuazioni sperimentali anche molto complesse. In tal caso anche lo schema

dell'esperimento (disegno sperimentale) € molto importante per ricavare il massimo

ddll'informazione statistica

Un esempio di analisi della varianza un tantino complesso (per fornire un'idea) e il

seguente:

Supponiamo di voler sperimentare |'effetto di due farmaci sulla pressione arteriosa

- Oftto animali ricevono i due farmaci (A e B) in due diverse dos (1° e 2°).
Queste variabili sono dette di controllo o fattori o...(vedi sinonimi sotto).
Poiché diversi animali sono trattati in modo diverso, i confronti tra farmaci e
dos sono confronti TRA gruppi.
| valori di pressione arteriosa (variabile dipendente) sono letti dopo 1, 2 e 3 ore
dal trattamento. Questo consente di stabilire se I'effetto del trattamento variain
funzione del tempo. Poiché le misure vengono ripetute sugli stess animali, la
valutazione dell'effetto del tempo trascorso dal trattamento rappresenta un
confronto ENTRO gruppi.
Poiché s ritiene che gli animali possano essere pit 0 meno sensibili ai due
farmaci in relazione al'eta ed a sesso, € possibile inserire queste variabili
(covariate) nell'analis a fine di escluderne linterferenza sulla variabile
dipendente e ridurre l'errore. 1| mancato inserimento delle covariate puo
seriamente aterare il risultato dell'analis (talvolta anche aumentando la
probabilita di fals positivi). E' invece assolutamente necessario che i fattori
non influiscano sulle covariate o viceversa (nel nostro caso € assai improbabile
che il trattamento influenzi I'eta o il sesso degli animali o viceversa)
Infine, & utile anche considerare acuni animali di controllo. Si tratta di un
gruppo a di fuori del contesto dello schema fattoriale. E' il cosiddetto gruppo
isolato o appeso: hanging group, importante per verificare |'effetto del farmaci
rispetto alla condizione basale.
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VARIABILI  (sinonimi) VARIABILE (sinonimi) COVARIATE
-DI CONTROLLO - DIPENDENTE
- DI RAGGRUPPAMENTO | - RISPOSTA
- INDIPENDENTI
-FATTORI CON MISURE RIPETUTE
animali | tipo di dose del valori di  pressione  arteriosa eta Sesso
farmaco farmaco
dopo 1 ora dopo 2 ore dopo 3 ore
11A 1
2[A 1
3[A 2
41 A 2
5(B 1
6B 1
7/B 2
8B 2
9| controllo controllo
10| controllo controllo
11 | controllo controllo
12| controllo controllo

L'analis della varianza applicata a tale esperimento consente la valutazione

degli effetti principali
tipo di farmaco (i due farmaci hanno effetti divers sulla pressione arteriosa ?)
dose (ledosi utilizzate danno effetti divers ?)
tempo (I'effetto varia col tempo ?)

ddleinterazioni travariabili

tipo di farmaco x dose (un certo tipo di farmaco ha un effetto particolare se
somministrato ad una certa dose ?)

tipo di farmaco x tempo (un certo tipo farmaco ha un effetto particolare dopo
un certo lasso di tempo dalla somministrazione ?)

dose del farmaco x tempo (una certa dose ha un effetto particolare dopo un
certo lasso di tempo dal trattamento ?)

farmaco x dose x tempo (un certo tipo di farmaco ha un effetto particolare
dopo un certo lasso di tempo dal trattamento e se somministrato in una certa
dose ?)

ddleinterazioni travariabili e covariate
tipo di farmaco x eta (un certo tipo di farmaco ha un effetto particolare su
soggetti di diversa eta ?)
dose del farmaco x sesso (un certo tipo di farmaco ha un effetto particolare su
soggetti di un certo sesso ?)
€CC. eccC.

di specifici confronti (o contrasti) tradiversi gruppi di animali trattati ed il gruppo
di animali di controllo.
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ULTIMI AVVISI Al NOVIGANTI

L'analis dellavarianza e spesso detta ANOVA (analysis of variance)

Quando esistono due o piu variabili di controllo si parladi ANOVA adueo piu
vie.

Quando s utilizzano covariate si puo parlare (non € obbligatorio) di ANCOVA.
MANOVA (multivariate analysis of variance) e invece unANOVA con piu
variabili dipendenti e MANCOVA quella con piu variabili dipendenti e covariate.



